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総合論文
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相対論的多参照摂動論であるGMC-QDPTについて，その理論手法，および，原子・分子への応用を解
説する．また，相対論的GMC-QDPTへの効率的かつ精度の良い近似である混合近似二次形式についても
あわせて解説する．この近似形式は，相対論的GMC-QDPTにおいて二次の有効ハミルトニアンに現れる，
コア・スピノール（非相対論的理論の二重占有軌道に対応）から空スピノール（空軌道に対応）への励
起に係る項を，伝統的な擬縮退摂動論の項で近似するものである．いくつかの分子系へ適用例から，この
近似形式によって計算された励起エネルギー，ポテンシャル・エネルギー曲線は，オリジナルの相対論的
GMC-QDPT，および，実験値ともよく一致することを示す．

キーワード： Multireference perturbation theory, Relativistic GMC-QDPT, Semi-approximate second-order form, 
Semi-approximate GMC-QDPT, Frozen spinor MCSCF method

1 はじめに

重原子を含む系の電子状態を正確に求めるには，電子

相関効果と相対論効果の両方を適切に取り入れることが

重要であることは，現在ではよく認識されている．そ

のため，多くの電子相関を取り扱う手法が，四成分の

相対論的電子相関理論の手法に拡張されてきた．Dirac–

Hartree–Fock（DHF）法に基づくMøller–Plesset（MP）摂

動論，配置間相互作用（CI）法，クラスター展開（CC）法，

および，Dirac–Kohn–Sham法などが代表的なものである．

これら単参照理論に加えて，多参照理論である多参照配

置間相互作用（MRCI）法，多参照クラスター展開（MRCC）

法もDIRAC [1] のような相対論的量子化学計算のプログ

ラムパッケージを通じて利用することができる．しかし

ながら，相対論的MRCI法，MRCC法は大きな計算コス

トを要し，コンパクトで精度のよい計算手法が望まれる

ことは，非相対論的な場合と事情は同じである．

我々は，これまで多配置波動関数を参照関数とす

る 多 参 照 摂 動 論（multiconfigurational quasidegenerate 

perturbation theory; MC-QDPT） [2,3]を 開 発 し て き た．

MC-QDPTは，van Vleck摂動論に基づく多配置かつ多状

態の摂動論で，多配置かつ単状態の多参照Møller–Plesset

（MRMP）摂動論 [4,5] や単配置かつ多状態の擬縮退摂動

論 [6,7] をその一部として包含している．特に2002年に

我々が提唱した一般化多配置擬縮退摂動論（GMC-QDPT） 

[8] では，参照波動関数の空間（参照空間）を自由に設

定できる．それゆえ，完全活性空間（CAS）を参照空間

とする摂動論と比べて，非常に効率的かつ自由度の高い

摂動論である．非現実的な多電子励起を参照空間から取

り除くことができるため数値的計算の安定性の点からも

有利である．

相対論的多参照摂動論は，Vilkasらによって多配

置DHF参照関数を用いた相対論的MRMP法 [9] が，

ChaudhuriとFreedによって相対論的有効原子価殻ハミ

ルトニアン（Hv ）法 [10] が提案されている．これらは

非相対論的MRMP法 [4,5]，Hv法 [7] の相対論的拡張に

対応する．Vilkasと石川はさらにMRCI参照関数を用い

た一般化MRMP法 [11,12] も開発している．しかしなが

ら，これらの摂動論ではいずれも適用例が原子に限られ

ていた．2006年，我々は，GMC-QDPTの相対論的拡張
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である相対論的GMC-QDPT [13–15] を開発した．相対論

的GMC-QDPTは，多参照摂動論では初めて分子系に適

用されたものである．現在では，阿部らによる相対論的

CASPT2 [16] などいくつかの多参照摂動論について分子

系への適用がなされている．

本稿では，相対論的GMC-QDPTの解説とGMC-QDPT

に対する効率的かつ精度の良い近似形式である混合近似

二次形式，および，それらの適切な参照波動関数を提供

する凍結スピノール多配置（MC）SCF法の紹介を行う．

2 理論手法

2.1 相対論的GMC-QDPTの概要

はじめに相対論的GMC-QDPT [13] の理論構成につい

て簡単に紹介する．

GMC-QDPTはvan Vleck摂動論 [6] とよばれる摂動論に

基づいている．Figure 1は，この摂動論の概念図である．

シュレディンガー方程式を解くことは，ハミルトニアン

Hをユニタリ変換W†HWによって対角形に変換するこ

とに対応するが，一度に変換するのではなく，Figure 1

に示すように，いったんブロック対角形に変換した後，

ブロック対角演算子を対角化してもよい．van Vleck摂動

論は，このはじめの変換を摂動論に基づいて行うもので

ある．ブロック対角形の左上部分は，通常，有効ハミル

トニアンとよばれる．

van Vleck摂動論によると有効ハミルトニアンは以下の

ように書くことができる．
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と書くことができる．ここでGCSは，general configuration  

spaceの略で，多配置波動関数 μ, νを展開する Slater行

列式からなる空間（参照空間）である．

この一般論をDirac–Coulombハミルトニアン
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に適用する際に，no-virtual-pair近似
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を用いることにする．no-virtual-pair近似は，負エネルギー

のスピノール（スピノールは非相対論のスピン軌道に対

応する．）解を電子相関の計算から取り除く近似である．

第二量子化ハミルトニアンの形式で，いったん
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と書けば，積分の内容が異なるだけで，代数的な構造は

非相対論の場合とまったく同じになるため，この近似下

の相対論的 GMC-QDPTの導出は非相対論的 GMC-QDPT

の導出と同様に進めることができる．必要に応じて，
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を取り入れることも容易である．

具体的に参照波動関数とゼロ次エネルギー
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をとると摂動二次までの有効ハミルトニアンは

Figure 1. Schematic representation of the two-step 
Hamiltonian diagonalization in van Vleck perturbation 
theory. The Hamiltonian is first block-diagonalized and then 
diagonalized.
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となる．これを対角化することによって，エネルギーが

得られる．

式 (9)は，参照空間のSlater行列式M, Nとその外部空

間のSlater行列式 Iの間のハミルトニアン行列要素で表さ

れ，外見上非常に簡潔である．しかしながら，参照空間

外のSlater行列式 Iの数は莫大で表式の簡潔さとは反対に

その計算法は単純ではない．我々は，行列要素に基づく

直接的な状態和の方法 [3] の他，Iをあらわに生成しない

ダイアグラムに基づく軌道和の方法 [2]，イオン化Slater

行列式に基づく軌道和の方法 [14] などをこれまで提案

している．この他にもさまざまな計算法が提案されてい

る．

2.2 相対論的GMC-QPDTに対する混合
近似二次形式

相対論的GMC-QDPTの表式は，参照状態のエネルギー

Eν
(0)に依存するエネルギー差 (0) (0)

IE Eν − を分母に含んで

いる（これをエネルギー分母とよぶ）．この状態依存性

が，高速計算を阻害している．一つの近似は，分母を次

のように近似することである．
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これによると有効ハミルトニアンの括弧内の第 1項は
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と伝統的な擬縮退摂動論の有効ハミルトニアン QDPT(2)
effH  

[7] を用いて近似される．これは，元の式と類似してい

るが，元の式よりも極めて高速に計算が可能である．詳

細は省くが，分母に状態依存性がないために，一電子

から三電子の状態間密度行列 p qµ ν+ , p r sqµ ν+ + , 

p r t usqµ ν+ + + と伝統的な QDPTのハミルトニアン（の

スピノール表現） QDPT(2)
eff ...( ) pr sqH の積和に分解されたから

である．ただし，この近似は伝統的な QDPTの有効ハ

ミルトニアンを含むため，その弱点である侵入状態問題 

[17] を引き継いでしまう．「侵入状態問題」とは，言い

換えると，参照空間内の電子配置のエネルギーと参照空

間外の電子配置のエネルギーの差に対応するエネルギー

分母 (0) (0)
N IE E− が小さくなり，その結果，本来微小であ

るべき摂動補正が大きくなってしまうことに起因する摂

動級数の発散問題である．

本稿では，式 (10)の近似をより安全に行う，混合近似

二次形式とよぶ別の近似を紹介する．二次の有効ハミル

トニアンに対する寄与は，式 (9)の和に現れる中間状態 I

の励起型によって，次の9種に分類される．

1. (act, act) → (act, act)  2. (core, core) → (act, act)

3. (core, act) → (act, act)  4. (act, act) → (act, vir)

5. (act, act) → (vir, vir)  6. (core, core) → (act, vir)

7. (core, act) → (act, vir)  8. (core, core) → (vir, vir)

9. (core, act) → (vir, vir)

ここで，記号 core，act，および，virは，コア，活性，

空スピノール（スピン軌道）を意味している．これら 9

種の励起型のうち，コア・スピノールから空スピノール

への励起を含む第 6～ 9型（Figure 2参照）を先の式 (10)

で近似する．侵入状態問題の本質は，小さなエネルギー

分母に由来するが，コア・スピノールから空スピノール

への励起は，それらの間に活性スピノールを挟んでおり，

第 6～ 9型は比較的大きなエネルギー分母をもっている．

そのため，侵入状態問題に対しては比較的安全な近似と

Figure 2. Nine excitation patterns appearing in the intermediate 
states I. Four excitation patterns in the red square are those 
approximated by Eq. (10). 
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なる．

それでもなお残る侵入状態については，侵入状態回避

技術 [18] により対処が可能である．次節以降の計算例で

は，エネルギー分母の絶対値が 0.005 hartree未満の項を

排除した．これは，侵入状態回避技術でエネルギー分母

の絶対値が0.005 hartree未満となるSlater行列式のゼロ次

エネルギー (0)
IE を (0)

IE →+∞とシフトすることと同等で

ある．

第6～ 9型に対するこの近似は，非相対論的GMC-

QDPT でも同様に適用できるものである．しかしなが

ら，相対論的GMC-QDPTでは特に効力を発する．相対

論的扱いを必要とする系は，高周期元素を有し，そうで

ない系と比較して電子数が多く，それに応じてコア・ス

ピノールと空スピノールの組も多いためである．

3 計算例と議論

3.1 相対論的GMC-QDPTの計算例

はじめに，（近似の入らない）オリジナル相対論的

GMC-QDPTの計算結果を二例 [13] 紹介する．

CH3I分子の励起エネルギー

最初の例は，CH3I分子の励起エネルギーである．CH3I

分子の基底電子配置は，

 ... σ2 n2 n2 σ*0 π0 π0 ...

のように表される．ここで，σは σ 軌道（I (5pz)–C (2pz)）を，

また，σ*はσ *軌道（I (5pz)–C (2pz)*），πは π 軌道（I (6px)–

C (2px)，I (6py)–C (2py)）を表している．これらの占有軌

道と空軌道の間の一電子励起から 13E，11E，13A1，13A2，

23E，21E状態等が生じる．これは非相対論的な表現であ

るが，これらと基底状態 11A1がスピン軌道相互作用に

よって混合し，相対論的な励起状態 1E，2E，1A2，2A1，

3E，4E状態が形成されていると理解される．

この例では，次の三種の参照関数を試している．

①12電子，20スピノールを用いた多参照一，二電子励
起型（MRSD (12,20)）関数

②12電子，24スピノールを用いた多参照一電子励起
型（MRS (12,24)）関数

③12電子，36スピノールを用いた多参照一電子励起
型（MRS (12,36)）関数

励起の元となる親配置には，DHF配置，4つの HOMO–

LUMO励起配置，4つの第 2 HOMO–LUMO励起配置

を用いている．結果を Table 1に示す．表中の reference 

space CIは，参照空間内での CI法による結果である（以

後，参照空間 CIと略す）．参照空間 CI法では実験値に

対して 0.5～ 1.0 eV程度の誤差があるのに対し，相対論

的 GMC-QDPT法では最大で 0.14 eVの誤差と，実験値

とよい一致を示している．より重要な点は，参照空間 CI

法では，参照空間による差異が大きいのに対し，GMC-

QDPT法では，参照空間依存性は最大で 0.04 eVと非常

に小さいことである．本例は，限られた配置による CI

法，すなわち，いわゆる静的電子相関だけでは不十分で，

動的電子相関効果を含む相対論的 GMC-QDPT法によっ

て，はじめて励起エネルギーが再現されることを示して

いる．

14 族元素C，Si，Geのp−p励起エネルギー

第二の例は，14族元素C，Si，Geのp − p励起エネル

Table 1. Vertical excitation energies of methyl iodide CH3I in eV

state
MRSD (12,20)a MRS (12,24)b MRS (12,36)c

reference 
space CI

GMC-QDPT
reference 
space CI

GMC-QDPT
reference 
space CI

GMC-QDPT SO-MCQDPTd exp.e

1E 4.87 4.09 4.73 4.06 4.45 4.07 4.16 -
2E 5.06 4.26 4.92 4.23 4.63 4.23 4.30 4.13
1A2 5.47 4.65 5.33 4.62 5.02 4.63 4.65 -
2A1 5.56 4.71 5.44 4.67 5.13 4.68 4.69 4.75
3E 5.93 5.06 5.80 5.03 5.50 5.05 5.03 5.17
a MRSD active space constructed from 12 electrons and 20 spinors. b MRS active space constructed from 12 electrons and 24 spinors. 
c MRS active space constructed from 12 electrons and 36 spinors. d Reference 19. e Reference 20.
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ギーである．4電子，16スピノールのCASを基に，ター

ゲットとする 3P0，3P1，3P2，1D2，および，1S0のいずれ

かの波動関数のCI係数が，| CI | > 10−4を満たす電子配

置からなる空間を参照空間とした．なお，スピン軌道分

裂の正確な見積もりには磁気的相互作用が重要であるた

め，本例では，式 (7)のBreit相互作用をハミルトニアン

に取り入れて計算を行っている．結果をTable 2に示す．

原子においては，動的電子相関はそれほど重要ではない

ため，それを十分には含まない，参照空間CI法でも精度

よく励起エネルギーが求められている．ただし，1D2状

態は例外で，25.6 %～36.3 %の大きな誤差が残っている．

一方，GMC-QDPT法は，平均誤差が3.0%，最大誤差が

4.7%で，1D2状態を含めて非常に高い精度で実験値を再

現している．

ここで見たように，相対論的GMC-QDPTは，重原子

を含む系の電子状態を，非相対論的多参照摂動論と同じ

手順を用いて，非常に良い精度で求めることができる．

多状態理論である擬縮退摂動論の特性により，近接した

電子状態を，個別にではなく複数同時に求めることが

できることも特長の一つである．また，ここに示した例

は，いずれも励起エネルギーに対する結果であるが，ポ

テンシャル・エネルギー曲線や分光定数の計算において

も相対論的GMC-QDPTはよく機能することが示されて

いる．

3.2 混合近似二次形式の計算例

3.1節で述べたように，オリジナルの相対論的GMC-

QDPTは重原子系の電子状態を精度よく求めることがで

きる．本節では，2.2節で述べた混合近似二次形式（以

後，英文表記では，semi-approximate GMC-QDPTとする）

においても，オリジナルと比較して十分な精度を保つこ

とができることを，いくつかの例を用いて解説する．な

お，比較対象とするオリジナルのGMC-QDPTの値は，

いずれも，文献13，15からとり，基底関数と参照空間

は各文献と同一のものを用いた．

[PtCln]2− (n = 4, 6)のd–d遷移エネルギー

最初の例は，白金錯体イオン [PtCl4]2−のd–d遷移エネ

ルギーである．[PtCl4]2−は，平面正方形d8錯体の典型的

Table 2. Energies of the lowest terms of C, Si, and Ge atoms in cm−1. The values in the parentheses are the errors in percent from 
experimental values.

term reference space CI GMC-QDPT SO-MCQDPTa exp.b

C
3P0           0           0           0           0
3P1     15.48 (−5.6)     15.69 (−4.3)     13.27 (−19.1)     16.40
3P2     40.49 (−6.7)     41.56 (−4.2)     39.57 (−8.8)     43.40
1D2 12798.92 (25.6) 10323.98 (1.3) 10250.81 (0.6) 10192.63
1S0 20952.87 (−3.2) 21041.33 (−2.8) 21106.28 (−2.5) 21648.01

Si
3P0           0           0           0           0
3P1     71.78 (−6.9)     74.55 (−3.3)     62.33 (−19.2)     77.11
3P2 208.06 (−6.8) 215.63 (−3.4) 181.26 (−18.8) 223.16
1D2 8586.97 (36.3) 6378.96 (1.3) 6284.01 (−0.2) 6298.85
1S0 14882.64 (−3.3) 14904.32 (−3.2) 14752.15 (−4.2) 15394.36

Ge
3P0           0           0           0           0
3P1 455.95 (−19.2) 532.61 (−4.4) 443.92 (−20.3) 557.13
3P2 1170.59 (−17.0) 1343.99 (−4.7) 1152.07 (−18.3) 1409.96
1D2 9172.17 (28.7) 7197.43 (1.0) 7118.54 (−0.1) 7125.30
1S0 16528.28 (1.0) 16001.39 (−2.2) 16286.67 (−0.5) 16367.33

a Reference 21. b Reference 22.



DOI: 10.2477/jccj.2013-0021 37

な電子構造をもっている．計算に用いた参照関数は，や

や複雑で，20電子，26スピノールを用いた多参照一電子

励起型（MRS (20,26)）関数を使用しているが，まず，親

配置としてDHF配置と20電子，22スピノールに対する

一電子配置を取った上で，4スピノールを加えて，一電

子励起によって生成した空間の関数を用いた．後で使用

するためこれを，[HF + S (20,22)] + S (20,26)と略記する．

やや複雑な構成になったのは，スピノール最適化効果を

一電子励起によって取り入れたためである（スピノール

の最適化，すなわち，MCSCF法は行なっていないこと

に注意）．

結果をTable 3に示している．参照空間CI法の結果，

オリジナル相対論的GMC-QDPTの結果，すべての項を

式 (10)で近似した結果（英文表記では，full approximate 

GMC-QDPTとする），混合近似二次形式の結果を，ま

た，参照用として時間依存密度汎関数（time-dependent 

density functional theory; TDDFT）の結果を実験値ととも

に載せている．混合近似二次形式の励起エネルギーは実

験値とよい一致を示している．最大および平均誤差は，

それぞれ，0.22 eVと0.11 eVである．オリジナルGMC-

QDPTとの比較でも，誤差は0.1 eV以下となっている．

すべての項を近似した結果も，オリジナルとの比較では

それほど誤差は大きくない．しかしながら，全体的に励

起エネルギーを過小評価気味で，オリジナルとの誤差は

最大で0.4 eVに達する．

同系統のイオンである [PtCl6]2−のd–d遷移エネルギー

をTable 4に挙げた．[PtCl6]2−は，正八面体d6錯体の典型

例である．比較できる実験値が少ないが，これらの実験

値についてはよい一致を示している．表では，参照関数

の重みも同時に示した．この量は，摂動の（0 + 1）次の

波動関数に占める参照（ゼロ次）関数の割合を表してい

る．具体的には以下の式で定義される量である．

 

(1) (1)
ref ref ref ref ref

1(1) (1)1

W
−

= Ψ Ψ Ψ + Ψ Ψ + Ψ

 = + Ψ Ψ 
 (12)

摂動論は，その本質から，摂動が小さいものとして級

数を打ち切る理論であるため，計算の質を評価するの

に使われる．摂動補正Ψ (1)が小さく，Wrefが 1に近いほ

ど質が良いことになる．また，異なる計算をした場合に

は，それぞれの Wrefが互いに近ければ，計算の質も同程

度であることを示す．Table 3中の数値は，基底状態が

87.4%，励起状態が 80.0～ 82.3%で全体として高く，また，

数値のばらつきも小さく計算の質がそろっていることを

示している．

I2分子のポテンシャル・エネルギー曲線

次に，混合近似二次形式が，単一の分子構造でのエ

Table 3. d–d Excitation energy of [PtCl4]2− in eV

state
reference  
space CI

semi-approx. 
GMC-QDPT

full approx. 
GMC-QDPT

GMC-QDPTa TDDFTb band exp.

1A1g 2.13 2.06 1.80 1.98 2.30
1A2g 2.20 2.14 1.89 2.06 2.34

1Eg 2.24 2.20 1.89 2.11 2.38 1
2.06–2.14 

(peak value: 2.12)
1B2g 2.31 2.46 2.00 2.40 2.49 2 2.16–2.29 (2.24)
1B1g 2.59 2.55 2.19 2.47 2.59 }  3 2.42–2.60 (2.57)
2Eg 2.63 2.64 2.26 2.56 2.69

2A1g 3.15 2.83 2.55 2.72 2.98 }  4 2.84–3.05 (2.97)
3Eg 3.19 3.01 2.71 2.94 3.03

2A2g 3.54 3.20 2.98 3.10 3.19
2B2g 3.49 3.43 3.17 3.38 3.43 5 3.08–3.33 (3.23)
4Eg 3.85 3.60 3.39 3.54 3.50 }  6 3.41–3.91 (3.67)
2B1g 3.89 3.86 3.55 3.82 3.53

a Reference 15. b Reference 23.
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ネルギーだけでなく，ポテンシャル・エネルギー曲面

についても記述可能であることを表す例として I2分子

のポテンシャル・エネルギー曲線を示す．オリジナル

GMC-QDPTの表式に現れるエネルギー分母 (0) (0)
IE Eν −

と混合近似二次形式に現れる (0) (0)
N IE E− では，一般に

(0) (0)
N IE E− の方が絶対値が小さく，侵入状態問題は混合

近似二次形式の方がより大きい．特に，電子配置のエネ

ルギーが近接する平衡構造から離れた構造での振る舞い

が重要である．

Figure 3にいくつかの手法による基底状態のポテン

シャル・エネルギー曲線を示す．参照空間には，10電子，

12スピノールのCAS波動関数を基にCI係数が，| CI | > 

10−4を満たす電子配置からなる空間を用いた．なお，単

状態の計算であるためGMC-PTと表記する．DHF法の結

果，MP2の結果が，定性的にも正しくない結果を与えて

いるのに対し，多配置の計算である参照空間CI，オリジ

ナルGMC-PT，すべてを近似したGMC-PT，および，混

合近似二次形式は，いずれも，定性的に正しい曲線を与

えている．オリジナルGMC-PTと比較して，混合近似二

次形式はほぼ同じ曲線を与え，グラフ上ではほとんど区

別ができない．一方，すべての項を近似したGMC-PTは

平衡構造から離れるとエネルギーを若干過小評価してい

る．

Table 5は同じ計算により算出した分光定数である．ポ

テンシャル・エネルギー曲線と同様に，混合近似二次形

式は，オリジナルGMC-PTときわめてよく一致し，一方，

すべてを近似したGMC-PTは，実験値との比較において

劣る結果である．

混合近似二次形式の計算効率

本節（3.2節）の最後に，混合近似二次形式の計算効

率について示す．Table 6は，本節で述べた [PtCl4]2−と3.1

節で述べたCH3Iについて，オリジナルGMC-QDPT，混

Table 4. d–d Excitation energies of [PtCl6]2− in eV

state
reference  
space CI

semi-approx. 
GMC-QDPT

reference  
weight

TDDFTb exp.

1Eg 3.49 2.25
(87.4%)a 
81.4%

2.43

1T2g 3.57 2.31 81.1% 2.50 2.23
1T1g 3.62 2.36 81.4% 2.49
1A2g 4.16 2.72 82.3% 2.63
2T1g 4.17 2.78 81.7% 2.72 2.64
2Eg 4.42 2.95 80.7% 2.74
2T2g 4.56 3.07 80.5% 2.73
3T1g 4.53 3.07 81.2% 2.79
2A2g 4.66 3.15 80.0% 2.88
3T2g 5.05 3.50 80.9% 2.87 3.51

a The reference weight of the ground state. b Reference 24.

Figure 3. Potential energy curves of I2 molecule. The bottoms 
of the curves are adjusted to be zero. 
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合近似二次形式，すべての項を式 (10)で近似したGMC-

QDPTによる計算時間を比較したものである．Intel Core 

i7-2600（3.4 GHz）プロセッサ上で10回測定したCPU時

間の平均値を記している．

Table 6によれば，混合二次形式は，オリジナルGMC-

QDPTと比較して，[PtCl4]2−では5.01倍，CH3Iでは9.50

倍高速である．すべての項を近似したGMC-QDPTの高

速化はそれぞれ6.73倍，8.65倍なので，第6～ 9型の

みの近似によって十分な高速化が達成されていること

がわかる．また，計算時間には，数値計算だけでなく，

M p r sq N+ + などSlater行列式間の結合係数の生成に要

する時間も含まれる．

計算時間の内訳を見ると，オリジナルGMC-QDPTで

は，[PtCl4]2−，CH3Iのいずれでも，空スピノールへ二電

子が励起する第5, 8, 9型の計算が時間の大部分を占めて

いる．混合近似二次形式では，このうち第8, 9型の計算

時間が近似によって大きく減少し，[PtCl4]2−では1/262，

CH3Iでは1/784となっている．すなわち，計算時間の主

要項が高速な近似項で置き換えられていることが，全体

の効率化に寄与している．

なお，計算効率は，コア，活性，空スピノールの数な

ど計算の条件に依存する．ここで示した例が必ずしも一

般的な計算効率を示すわけではないことに留意する必要

がある．

Table 6. CPU time for the [Pt (Cl)4]2− and CH3I calculations in seconds

excitation typea
[PtCl4]2− CH3I

GMC-QDPT
semi-approx. 
GMC-QDPT

full approx. 
GMC-QDPT

GMC-QDPT
semi-approx. 
GMC-QDPT

full approx. 
GMC-QDPT

1. (aa)→(aa) 3.52 3.52 5.04 2.70 2.70 3.47
2. (cc)→(aa) 0.42 0.42 










 139.98

0.77 0.77 









 32.51

3. (ca)→(aa) 3.03 3.03 1.72 1.72
4. (aa)→(av) 11.91 11.91 5.15 5.15
5. (aa)→(vv) 165.17 165.17 19.51 19.51
6. (cc)→(av) 27.39 }  11.59

23.28 }  2.87
7. (ca)→(av) 30.82 17.47
8. (cc)→(vv) 131.97 0.08 0.08 99.81 0.01 0.01
9. (ca)→(vv) 620.50 2.79 2.78 143.27 0.30 0.30
total time 994.72 198.51 147.87 313.68 33.02 36.28
speedup 1 5.01 6.73 1 9.50 8.65
a The symbols c, a, and v in the excitation types denote core, active, and virtual spinors, respectively.

Table 5. Spectroscopic constants of I2 molecule

method re/Å ωe/cm−1 De/eV

DHF 2.69 221 –
MP2 2.67 211 –
reference space CI 2.75 168 0.83
GMC-PT 2.70 205 1.41
full approx. GMC-PT 2.68 244 1.28
semi-approx. GMC-PT 2.70 205 1.41
Fock space CCSDa 2.69 214 1.47
exp. 2.67 214.5 1.56
a Reference 25.
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3.3 スピノール最適化の効果

最後に多配置（MC）SCF法によるスピノール最適化

の効果について簡単に紹介する．

前節までの結果は，すべて，DHF法によるスピノール

を用いたものである．GMC-QDPTのような多参照摂動

論では，参照関数を決定する参照空間CI計算，二次の

摂動計算の二つの段階でスピノールの不十分さが修正さ

れる．特に，一電子励起を含むCIはスピノール最適化

効果をある程度含むため，参照空間に適切な一電子励起

が含まれていれば，スピノールの差異が結果に与える影

響は比較的小さい．しかしながら，スピノール最適化効

果を十分に含むためには活性スピノール数を相当数取る

必要があり，コンパクトな活性空間を用いるためには，

MCSCF法によるスピノール最適化は重要である．

四成分の相対論的MCSCF法は，Thyssenらによって定

式化され計算されている [26] が，我々は，計算の容易な，

凍結スピノールを利用したMCSCF法を用いている．凍

結スピノールMCSCF法は，スピノール空間を制限した

MCSCF法の一種で，開殻部分を構成するのに必要なス

ピノールのみを最適化する．摂動計算まで含めた，より

具体的な手順は以下である．

① DHF計算により，MCSCF計算の初期スピノールを
決定する．

② 開殻部分を構成するのに必要なスピノール以外を 
凍結して，MCSCF計算を行う．DHF法の負エネル
ギースピノール，および，コア・スピノールと空ス
ピノールの大部分は凍結される．

③ 凍結したコア・スピノール，空スピノールを解凍し，
GMC-QDPT計算を行う．

手順②のMCSCF計算の主な目的は，開殻部分を構成

することである．そのため，電子相関効果は十分には含

まれず，また，スピノール最適化効果は限定されている．

これらは，凍結を解除したGMC-QDPT計算によって回

復される．四成分の相対論的MCSCF法の計算は，非相

対論的MCSCF法の計算と比較して，収束性の困難さ，

計算量の多さに非常に大きな違いがあるが，最適化する

スピノール空間を限定することによって，直交するDHF

スピノールを基底として使用できること，必要な分子積

分が計算機メモリー上で処理可能なほど低減されること

などの利点がある．なお，凍結したスピノールは，DHF

解のままGMC-QDPT計算に使用されるため，①のDHF

計算も，初期設定に止まらず，スピノール決定の重要な

手順の一部である．

Table 7は，BrH分子の分光定数について，DHFスピ

ノール，MCSCFスピノールによって計算したものを比

較した表である．参照空間は，6電子，12スピノールか

ら構成したDHF+SD空間である．表から明らかなよう

に，いずれのスピノールを用いた分光定数も実験値と比

較的よく一致していることがわかる．このように，BrH

分子のように対称性がよく，基底状態のみが関わる量で

あれば，GMC-PTの結果の差異は小さいと言える．

一方，Table 8は，I2分子の垂直励起エネルギーについ

て二種のスピノールを用いて比較した表で，スピノール

最適化によって差異が生じる例である．参照空間は，8

電子，12スピノールから構成したMRSD空間を用いた．

計算した励起エネルギーの実験値に対する平均絶対誤差

は，DHFスピノールの場合には0.32 eVであるのに対し，

MCSCFスピノールの場合には0.13 eVである．励起状態

を含む開殻系の計算には，MCSCF法によるスピノール

最適化によって結果の改善がみられる場合が多いと考え

られる．

4 おわりに

本稿では，相対論的GMC-QDPT法，および，相対論

的GMC-QDPTへの効率的かつ精度の良い近似である混

合近似二次形式について，新たな結果も含めて計算例

をいくつか紹介した．混合近似二次形式は，相対論的

Table 7. Spectroscopic constants of BrH moleculea

reference  
space CI

GCI-PT 
(DHF spinors)

MCSCF
GMC-PT 

(MCSCF spinors)
exp.

re/Å 1.430 1.410 1.426 1.407 1.414
ωe/cm−1 2505 2663 2616 2687 2648.98
De/eV 3.21 3.70 3.16 3.57 3.76

a Koga, Tatewaki, and Matsuoka basis set [27].
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GMC-QDPTに現れる二次の有効ハミルトニアンの中の，

コア・スピノールから空スピノールへの励起に係る項を，

伝統的な擬縮退摂動論の項で近似するものであった．混

合近似二次形式によって計算された励起エネルギー，ポ

テンシャル・エネルギー曲線は，オリジナルの相対論的

GMC-QDPT，および，実験値ともよく一致した．

第2節でも述べたように，スピノールが決定されてい

れば，no-virtual-pair近似により負エネルギー解を除外す

る限り，四成分法の理論的構成は，非相対論的な手法

と本質的な差異はない．実際，相対論的GMC-QDPTに

おいて，非相対論的GMC-QDPTの理論的成果が利用さ

れている．これまでに，多くの手法が四成分法に拡張

されているが，多参照理論については，いまだ非相対

論的理論と同じように計算できる状況には至っていな

い．その一つの要因は，開殻系，励起状態のスピノール

を定める相対論的MCSCF法が，理論的な側面はともか

く，実際的な計算法において未整備であることである．

現在，効率的かつ安定的に解が得られるMCSCF法を求

めて，我々のグループでも，凍結スピノールORMAS

（occupation restricted multiple active space）SCF法などの

開発が進行中である．
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Relativistic Multireference Perturbation Theory and Its  
Semi-Approximate Second-Order Form
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The four-component relativistic general multiconfigurational quasidegenerate perturbation theory (GMC-QDPT) 
and its applications to some atomic and molecular systems are reviewed. An efficient and accurate approximation to the 
relativistic GMC-QDPT is also presented. In the approximation, the terms including core to virtual excitations in the 
second-order effective Hamiltonian are replaced with those of the conventional quasidegenerate perturbation theory. 
The approximation form, which we call semi-approximate second-order form, is applied to some molecular systems. 
The computed excitation energies and potential energy curves were in good agreement with the original GMC-QDPT 
values as well as available experimental data.

Keywords: Multireference perturbation theory, Relativistic GMC-QDPT, Semi-approximate second-order form, 
Semi-approximate GMC-QDPT, Frozen spinor MCSCF method
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